
从数学的原子——素数谈起 
 

古希腊时代，哲人留基波和德谟克里特推测世界由

一种不可再分的最小的“原子”构成
【1】。现代科学部分

证实了他们的猜想：继道尔顿提出原子论后，布朗运动

（Brownian motion）进一步证实了原子的存在性；现代

科学也部分否证了“原子论者”的猜想：19 世纪末，约

瑟夫·汤姆森（J. J. Thomson，1856-1940）在阴极射线

的工作中发现了电子，从而原子是不可分的设想被打破 1；

而在“标准模型”（Standard Model）中“基本粒子”不

只有一种，而是多种。 

高斯（Carl Friedrich Gauss，1777-1855）曾说过：“数

学是科学的皇后，数论是数学的皇冠。”
【2】而素数，就是

这顶皇冠上一颗璀璨的明珠，毋宁说素数就是数学的原

子。 

                                                             
1尽管严格来说，这里的“原子”（道尔顿（John Dalton，1766-1844）提出的作为化学

反应中不可再分的基本要素）与古希腊“原子论者”的作为基本粒子的“原子”并非

同一个意思。古希腊者所谓原子，类似现代物理之基本粒子（Elementary particle），尽

管在这里“基本粒子”之所以“基本”是因为要分割它们所需要的最小能量反而会形

成一对新的“基本粒子”，因此它们不可再分。这也体现出，到了某一层面上之后，我

们不能再将概念直接套用上去，而必须以崭新的目光来看东西，例如在现代物理中，

温度达到某一级别后就不是通过感觉（有谁曾感受过几十亿度的高温？）或别的等等

来定义的，而是通过光谱来定义的。在现代物理中，还有弦论（String theory）等“大

一统理论”以及多种其他的理论可能有更基本的构成要素 



素数是只有它自己和 1 是因数的数。素数在数学的

地位在两个方面上符合“原子”的地位。一，在数学中

有“算术基本定理”（Fundamental theorem of arithmetic）

——任何一个自然数都可以唯一分解成一些素数的乘

积，即任何一个自然数都可唯一地写成𝑝𝑝1
𝑛𝑛1 × … … × 𝑝𝑝𝑛𝑛

𝑛𝑛𝑛𝑛

的形式，其中p1到𝑝𝑝𝑛𝑛是素数，例如 6 可以写成 2*3，200

即23 × 52。从这个意义上来说，素数是自然数的基本组

成部分，素数是组成数学宇宙的原子；二，同时，我们

知道，不仅有自然数，还有负数、有理数、实数等等等

等，因此素数不能说是所有数论的核心要素，但是却是

自然数论的基本组成部分，这也符合物理中原子并不是

最基本的粒子但是却是化学反映中最基本的成分的特

征。 

那么除了唯一分解定理这一最基本的结果之外，素

数在数论上还有什么用呢？那可真是数不胜数，我们提

几个初等数论的例子吧。假如我们对一个正整数的因数

感兴趣，那么我们怎么才能知道这个正整数的因数的数

量呢？一个简单的方法就是如下的定理： 



设 k 是一个正整数，𝑝𝑝1 … … 𝑝𝑝𝑛𝑛是互不相同的素数，k

的素因数分解的标准形式是𝑝𝑝1
𝑛𝑛1 × … … × 𝑝𝑝𝑛𝑛

𝑛𝑛𝑛𝑛，那么这个

正整数的因数的数量正是(𝑛𝑛1 + 1) … … (𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1)。这是为

什么呢？因为 k 的因数也是正整数，同时也是 k，即

𝑝𝑝1
𝑛𝑛1 × … … × 𝑝𝑝𝑛𝑛

𝑛𝑛𝑛𝑛 的因数，那么它们就可以分解成

𝑝𝑝1
𝑏𝑏1 × … … × 𝑝𝑝𝑚𝑚

𝑏𝑏𝑚𝑚，其中 m 小于等于 n，b𝑖𝑖小于等于n𝑖𝑖。

因为b1可以取n1+1 个不同的整数……b𝑚𝑚可以取𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1

个不同的整数，所以所有 k 的因数的个数就是

(𝑛𝑛1 + 1) … … (𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1)啦。一个正整数的所有因数之和

（例如 18 的因数有 1，2，3，6，9，18，所以其因数之

和为 1+2+3+6+9+18=39）也与素数有着密不可分的关系，

我们有这样一个结果：若正整数 k 的标准素因数分解形

式 为 𝑝𝑝1
𝑛𝑛1 × … … × 𝑝𝑝𝑛𝑛

𝑛𝑛𝑛𝑛 ， 则 k 的 所 有 因 数 之 和 为

𝑝𝑝1(𝑛𝑛1+1)

𝑝𝑝1−1
… … 𝑝𝑝1(𝑛𝑛𝑛𝑛+1)

𝑝𝑝𝑛𝑛−1
。 

既然素数如此重要，同时它自身的特性又是如此之

独特，涉及到它的相关理论又是如此是优美，素数本身

自然也吸引了许多数学家的目光。一个最自然的问题就

是，素数有多少个？答案是素数的数量是无限的，正像



无论我们写出多少正整数，我们都可以在我们写出的最

大正整数后加 1 得到一个更大的新的正整数一样，无论

我们写出多少个素数，我们总可以也通过令 a 等于所有

这些素数的乘积再加 1，得到一个更大的而我们还未写

下的素数，因而素数是无限的（至于为什么那样的数 a

是素数，这就留给读者回答）。在有的一些我们耳熟能

详的自然的问题是：我们看到很多数都能分解成 2 个素

数之和，例如 5 可以分解成 2+3，10 可以分解成 5+5，

那么是否任何一个大于 2 的数都能分解成两个素数之和

呢？这就是大名鼎鼎的哥德巴赫猜想（Goldbach's 

conjecture）；类似的问题还有，我们还发现了有这样“孪

生”素数（twin prime）——只相差 2 的素数，例如 3

和 5，5 和 7 等，这样的“孪生素数”的对是否是无限

的呢？虽然在这些问题上我们已经有了长足的发展，但

都没有完全解决。我们看到，这些问题的表述都十分简

单。数论就是这样，其中某些重要而回答起来非常难的

问题，问起来却十分简单，也正是因为这表述形式的简

单，不少数学爱好者都向这些问题发起了冲锋的号角，



只可惜用的都是初等数学的方法。在这里提醒一下，欧

拉（Leonhard Euler，1707-1783）是初等数学的大师，

也曾对这个问题刻加思考
【3】，如果一个问题欧拉没有解

决出来，那么很大概率它难以用初等方法解决。因此，

与其“思而不学则殆”，不如去多学一些，尝试去获得

足够的积淀和在学习和与之相伴的思考中享受乐趣。 

数学家塞吉兰（Serge Lang，1927-2005）在巴黎向公

众作数学科普演讲时曾问了听众一个问题：数学是什么？

一个听众回答：数学就是研究数字的科学。而塞吉兰则

说实际上我们可以完全不用数字做数学。
【4】数学其实可

以说是研究“结构”的科学（这里给读者留一个疑问：

什么的“结构”？）。而代数正是这其中的代表。代数

抛却“细微”2的各种具体情况，而研究普遍与抽象的结

构。因此代数可以囊括从电路 3到物理化学 4的一切。 

代数的一个重要分支是群论（Group Theory），群论

的创立者是伽罗瓦（Évariste Galois，1811-1832）。群论

的指导思想是： jump over calculations, group the 

                                                             
2这并不是说代数不能研究细微的结构 
3例如可以用布尔代数表示电路 
4例如物理和化学中研究粒子、物理现象或晶体的对称性时需要用到群论的知识 



operations。一个“群”（Group）就是：一个集合，和集

合上的一个操作 a，满足以下三个条件： 

对于集合中的每个元素，都有一个恒等元，对集合

中任何元素 b 和恒等元作操作 a 得到的还是元素 b；对

集合中每个元素，都有一个逆元，对集合中任何元素和

它的逆元作操作就会得到恒等元；同时该集合对操作 a

封闭，对集合中任二元素作操作 a 得到的元素还在集合

中。 

任何东西，只要满足以上三个条件，就是一个“群”。

例如，一张桌子和把它旋转这个操作就构成了一个群。

其中恒等元是不转动，而逆元即向相反的方向转动。魔

方也是一个群。而更具“数学”意味的，整数和它的加

法也是一个群，其中恒等元是 0，而任何一个元素 x 的

逆元即-x。而同时，对于群论证明的任何一个定理和性

质，都能套用到群的任何一个例子上。这也体现出了抽

象代数的思想：重结构，普遍而抽象。而当附加了更多

条件之后，我们就有了相应于有理数的加法和乘法的

“环”（Ring）、相应于实数加法和乘法的“域”（Field）



等。而代数与数论的结合，就是代数数论。 

我们知道，二次方程有根式解，16 世纪时，卡尔达

诺（Girolamo Cardano，1501－1576）通过几何法找到了

三次方程的根式解，而四次方程的求根公式也找到了，

那么四次以上方程有没有根式解呢？数学家们一直为

之不懈努力。直到了阿贝尔（Niels Henrik Abel，

1802-1829）、伽罗瓦以崭新的目光开辟了抽象代数这一

全新领域，这一问题才有了答案。伽罗瓦的伟大成果就

是使用群论证明了 4 次以上的方程没有根式解。 

素数与代数碰撞又产生了美妙的花火，这就是我们

将要学习的东西了。怀抱着这样一种心情：即使发现不

了星星，也能欣赏星星的美丽啊
【5】，让我们踏开了脚步。 

有人或许会问，尽管素数对于数学的结构如此之重

要，可是它有什么“用”呢？确实，摆弄数字，看起来

只是一种纯粹的智力游戏，或许最多也不过是加上了优

美的成分。20世纪早期的数论学家哈代（Thomas Hardy，

1840-1928）就曾说过： 

 



有人认为纯数学家以其工作的无用性为荣，并宣称

他们的工作没有实际应用价值。这种念头是基于高斯的

一句不谨慎的话，其大意是：如果数学是科学中的皇后，

那么数论由于其极端无用性而成为数学中的皇后——

我从没能找到这话的确切引用。我敢肯定高斯的原话(如

果真的是他说的)被很粗鲁地曲解了。如果数论能够被应

用于任何实用的、显赫的目的，如果它能像物理甚至化

学那样直接增加人类的欢乐和减少人类的痛苦，那么高

斯或其他数学家决不会愚蠢到为这种应用哀叹或后悔。

但是科学可为善服务，也可为恶助纣(特别是在战争时

期)，这样高斯和另一些数学家就应该庆幸有一种科学，

就是他们的科学，由于其远离人类日常的活动而保留了

其纯洁性。【6】 

 

可是他也没想到，他的研究在几十年后的密码学

（Cryptography）、信息论（Information theory）等学科

里大派用场。 

例如密码学，传统的密码，如对字符作替换（比如



说将“a”替换成“g”、“b”替换成“f”等，当然还有

更复杂的但也类似的），是很容易破解的，因为只要一

个密码需要被使用的次数足够多，我们就可以对密码中

的字符作频率统计，例如我们知道英文中最常使用的一

个字母是“e”，比率达
1
16
，因此我们就可以合理地推断，

密码中出现最多的字符就代表的是“e”，再根据上下文，

再根据正确率比对，我们很容易就作出破解。而在现代，

我们的一切几乎都跟密码有关：我们的储蓄、网络支付、

账户等等，每天密码被使用的次数数以亿计。而我们的

信息和财富安全就需要密码学来保护。要算出两个素数

的成绩比较简单，可是对一个大数作素因数分解却十分

困难，以至于靠暴力运算即使 1 亿年也不能找到正确答

案。现代密码学的一个基本方法，就是将两个素数的乘

积作为公匙，要破解一个密码，实际上也就是将一个大

数作素因数分解。我们的密码及信息安全，正是建立在

与之相关的数论结果之上。
【7】这只是数论应用的其中一

个例子。 

这正是“无用之用”的一种可能诠释。我们现在凭



着我们的兴趣与对知识的渴望而得到的东西，尽管现在

看似没用，却可能在某一天大派用场。就像据说法拉第

（Michael Faraday，1791-1867）在电刚刚能够利用起来

的时候回答电的用处时对女王说的：一个婴儿对您有什

么用呢？
【8】我们不可能等到需要用时再去发展，一来在

没有原先的结果的指引的情况下，我们可能根本就不知

道要发展什么；而反过来说，现代数学的发展推动了现

代物理中弦论的创立与发展，这体现了纯粹的知识作为

指引与引导的作用；二来，假使我们真的到时候再去发

展相关所需的知识，那我们的创新和得用可能晚上相当

长的一段时间。例如，假如没有黎曼（Bernhard Riemann，

1826-1866）和希尔伯特（David Hilbert，1862-1943）对

几何学的发展，爱因斯坦（Albert Einstein，1879-1955）

要创立和发展相对论就不会那么顺利；而中国大陆社会

今天对芯片技术发展的需要也体现了基础科学的积累

与沉淀的重要性。 
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